7 Differensligninger

7.1 Newton-Raphsons metode

Newton-Raphsons metode er en iterativ proces, der bruges til at finde nulpunkter for en funk-
tion f. Med andre ord, gnsker vi at finde en x-veerdi, sdledes at ligningen f(x) = 0 er opfyldt.
Metoden bruges ofte, nar det ikke er muligt at finde nulpunkter analytisk. Eksempelvis er det
ikke muligt, at isolere x i udtrykket x — cosx = 0. I stedet bruger vi tangentens nulpunkt, eller

skeering med x-aksen, til at finde funktionens nulpunkt.
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Figur 7.1: Newton-Raphsons metode.

Metoden gér ud p4, at man begynder med at geette pé et nulpunkt xy. I punktet pa grafen
for den tilhgrende funktionsverdi f(xo) finder vi en tangent til funktionen. Punktet x;, hvori
tangenten skeerer x-aksen, er nu vores nye geet pa et nulpunkt til funktionen. Denne fremgangs-

made gentages, indtil vi finder en x-veerdi, som opfylder f(x) = 0.

Saetning 7.1
Lad f veere en differentiabel funktion, og lad en startveerdi xj veere et geet pa et nulpunkt.
S4 vil Newton-Raphsons metode bestemme en talfelge, som er givet ved differenslignin-

gen
f(xn)
f’(xn) '

Xn+1 = Xn —

hvorn=0,1,2,3,....
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7.1. Newton-Raphsons metode

Bevis. Vi finder formlen for x,41, ved at udtrykke haeldningen pé tangenten pa to mader.
Fra differentialregning ved vi, at tangentens heldning i punktet x, er ligmed f’(x,). Heel-
dingen pa en ret linje kan ogsa findes, hvis man kender to punkter (xy, f (xo)) og (x1, f(x1))
pé linjen. S4 er haeldningen givet ved % Ved at satte de to udtryk lig med hinan-

den, far vi
_ f(xo) = fx1)

X0 — X1

f'(x0)
Men fordi tangenten skeerer x-aksen i x1, sd er f(x1) = 0 og vi kan skrive

_ f(x0)

XO—X1.

I (x0)
Vi ganger forst med xp — x; p& begge sider
I (x0) (x0 — x1) = f(x0)-

Dernast divideres med f”(x)

_ f (xo)
Xo — X1 F(x0)
og til sidst isoleres x
_ . fxo)
=R f!(x0)

Ved kun at kende xp, kan vi altsa finde x;. Gentager vi processen med x;, far vi

B f(xa)
BEN T y
Vi finder altsé et nyt nulpunkt for tangenten, kun ved hjelp af det foregédende. Eller skre-

vet mere generelt
f(xn)
f/(xn) '

Xn+1 = Xp —

Resume

Vi starter beviset, med at finde to udtryk for tangentens haldning i punktet xy. Det ene
kender vi fra differentialregningen, og det andet finder vi som tilveeksten pa y-aksen, divi-
deret med tilveeksten pé x-aksen. De to udtryk seettes lig med hinanden, og vi isolerer x.
Dette gentager vi rekursivt indtil vi kan opstille en generel formel, hvor den neeste veerdi

af x,; kan findes ved hjelp af den forrige.
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7.2. Eulers metode

Bemeerkning

Newton-Raphson metoden er en effektiv metode, da den typisk konvergerer hurtigt imod
nulpunktet. Der findes dog eksempler pa funktioner, hvor metoden ikke kan bruges. Ek-
sempelvis hvis en funktion har en differentialkvotient f’(x,), som erlig 0. Sa vil tangenten

aldrig skeere x-aksen, og det er dermed ikke muligt at bestemme en veerdi for x,.

7.2 Eulers metode

Givet en forsteordens differentialligning, vil det veere at foretrackke at finde en eksakt lesning til
ligningen. Desveerre er der tilfeelde, hvor det kan veere sveert, eller umuligt, at finde en sddan los-
ning. Er det ikke muligt at finde lpsningen, findes der metoder, som i stedet approksimerer en
losning. Det vil sige, at vi finder en losning, som ligger teet pa den rigtige losning. Eulers metode

tilneermer sig lesningen til en differentialligning ved hjelp af en startveerdi og tangentlinjer.

Saetning 7.2
Lad en forsteordens differentialligning veere givet ved y’ = g(x, y). Lad f(x) veere den enty-
dige losning med begyndelsesbetingelsen f(x() = yo. S& er punkter pa en approksimeret

lgsningskurve givet ved
Xn=Xp-1+h, Yn=Yn-1+h-gXn-1,yn-1),

hvor h er en positiv skridtleengde.

Bevis. Viensker at finde y-verdier, som ligger teet pa funktionsveerdierne for lesningens-
kurven f(x). Fordi vi ved, at differentialligningen har begyndelsesbetingelsen f(xg) = yo,
kan vilade

Xo = Xo Yo = Yo,

veere det forste punkt, som vi finder. Vi kan nu ikke leengere finde eksakte punkter pa las-
ningskurven, men ved hjelp af tangenten i punktet (xg, yo), er det muligt at finde punk-
ter, som er teet pd den eksakte veerdi. Kigger vi pa figuren, ser vi at den rette linje mellem
punkterne (xp, yo) 0g (x1,y1) danner hypotenusen i en retvinklet trekant, hvor i er den
vandrette katete. Ved at omskrive formlen for haldningen f'(x) = %, kan den lodrette

katete skrives som k- f'(xg) = h- g(xo, ¥o). Det nye punkt er alts&

x1=xo+h ¥1=Yo+ h-g(xo,y0).
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Figur 7.2: Eulers metode.

Gentager vi denne fremgangsmaéde, hvor vi kontinuerligt bruger tangenten i det nyligt

fundne punkt, far vi

X0 = Xo
X1=X()+h
Xo=x1+h

Xpn=Xp1+h

Resume

Yo=Yo
¥1=Yo+ h-g(xo, o)

y2=y1+h-glx,y)

Yn=Yn-1+h-gXn_1,¥n-1).

Vi starter beviset med udgangspunkt i begyndelsesbetingelsen og tangenten gennem

punktet. Ved hjeelp af den givne differentialligning og tangentens haeldning, kan vi finde

en nyt punkt, som ligger teet pd den sande lgsningskurve. Vi finder nu en tangent igen-

nem det nye punkt, og gentager processen. Gor vi det tilstraekkeligt mange gange, indser

vi, at der tegner sig et monster, og vi kan opskrive det generelle udtryk, som er Eulers

metode.
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Bemeerkning

Det er vigtigt, at huske pa at Eulers metode ikke finder den entydige lgsning til en diffe-
rentialligning, men blot finder en tabel af punkter som tilnzeermelsesvis ligner. Til trods
for at metoden er meget simpel, s er den ogsa meget effektiv, fordi metoden hele tiden

tager hojde for de sma @ndringer, der er i tangentens heeldning.
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